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Abstrak 
Gelanggang polinom miring atas 𝑅 dengan variabel tak diketahui 𝑥 adalah gelanggang 
𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] = {𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥
3 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥
𝑛}|𝑎𝑖 ∈ 𝑅} dengan aturan 
perkalian 𝑥𝑎 = 𝜎(𝑎)𝑥 + 𝛿(𝑎), untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, dengan 𝜎 adalah suatu endomorfisma dari 
𝑅 dan 𝛿 adalah 𝜎-derivatif. Aturan perkalian tersebut menyebabkan gelanggang polinom 
miring bersifat tidak komutatif. Operasi perkalian gelanggang polinom miring yang 
melibatkan 𝜎 dan 𝛿 ini sangat mempengaruhi bentuk ideal dan pusat dari gelanggang 
polinom miring itu sendiri. Salah satu contoh gelanggang polinom miring adalah gelanggang 
polinom miring yang bertumpu pada coquaternion. Coquaternion disimbolkan dengan ℍ𝑆, 
sehigga gelanggang polinom miring atas coquaternion ditulis sebagai ℍ𝑆[𝑥; 𝜎, 𝛿]. Dalam 
tulisan ini akan diuraikan bentuk ideal dan pusat dari gelanggang polinom miring atas 
coquaternion untuk 𝛿 = 0. 
 
Kata kunci : coquaternion, gelanggang polinom miring, ideal gelanggang polinom miring, 
pusat gelanggang polinom miring. 
 
Abstract 
The skew polynomial ring over 𝑅 in an determinate 𝑥, is a ring 
𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] = {𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎2𝑥
2 + 𝑎3𝑥
3 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥
𝑛}|𝑎𝑖 ∈ 𝑅} 
with multiplication rule 𝑥𝑎 = 𝜎(𝑎)𝑥 + 𝛿(𝑎) for all 𝑎 ∈ 𝑅, where 𝜎 be an endomorphism for 𝑅 
and 𝛿 be a 𝜎-derivation. The multiplication rule causes the skew polynomial ring is non-
commutative. The multiplication operation of the skew polynomial ring that involve 𝜎 and 𝛿, 
certainly affect to ideal and centre forms of the skew polynomial ring. One of examples of 
skew polynomial ring is skew polynomial ring over coquaternion. Coquaternion denoted by 
ℍ𝑆, hence the skew polynomial ring over coquaternion is written as ℍ𝑆[𝑥; 𝜎, 𝛿]. In this paper 
will describe the ideal and centre forms of skew polynomial ring over coquaternion for 𝛿 = 0. 
 
Keywords : coquatenion, skew polynomial ring, ideals of skew polynomial ring, centre of 
skew polynomial ring. 
 
 
PENDAHULUAN 
Gelanggang adalah sebuah 
himpunan tak kosong dengan dua operator 
biner yang lazim disebut operator tambah 
dengan lambang ‘+’ dan operator kali 
dengan lambang ‘∙’ (seringkali tidak diberi 
lambang), yang memenuhi beberapa syarat 
atau aksioma yang disimbol dengan 
〈𝑅, +,∙〉. Salah satu pengembangan dari 
konsep teori gelanggang adalah gelanggang 
polinom miring yang dinotasikan 𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] 
yang diperkenalkan oleh Ore pada 1993. 
Gelanggang polinom miring atas 𝑅 
dengan variabel tak diketahui 𝑥 adalah 
gelanggang 𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] yang terdiri dari 
polinom 
𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯ +
𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑥
𝑛  
di mana 𝑎𝑖 ∈ 𝑅 yang memenuhi aturan 
perkalian 𝑥𝑎 = 𝜎(𝑎)𝑥 + 𝛿(𝑎), untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝑅. Apabila 𝜎 = 1 atau 𝜎 adalah 
endomorfisma identitas, maka gelanggang 
polinom miring cukup ditulis 𝑅[𝑥; 𝛿]. Jika 
𝛿 = 0, gelanggang polinom miring cukup 
ditulis 𝑅[𝑥; 𝜎]. Sedangkan jika 𝜎 = 1 dan 
𝛿 = 0 gelanggang polinom miring cukup 
ditulis 𝑅[𝑥], yang merupakan gelanggang 
polinom biasa, [1]. 
Aturan 𝑥𝑎 = 𝜎(𝑎)𝑥 + 𝛿(𝑎) inilah 
yang membuat gelanggang polinom miring 
bersifat tidak komutatif. Namun, terdapat 
hal yang menarik dan berperan cukup 
penting dalam pengkajian struktur 
gelanggang polinom miring, yaitu terdapat 
himpunan bagian yang bersifat komutatif 
dengan setiap unsur dari gelanggang  
 
polinom miring yang dikenal dengan istilah 
pusat dan notasikan dengan 𝒁(𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿]). 
Suatu gelanggang bagian 𝐼 dari 𝑅 
yang memenuhi 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 dan 𝑟𝑎 ∈ 𝐼, ∀𝑎 ∈ 𝐼,
𝑟 ∈ 𝑅 disebut ideal dari 𝑅. Jika 𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] 
merupakan gelanggang polinom miring 
dengan gelanggang tumpuan 𝑅 maka ideal 
dari gelanggang 𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] sangat 
dipengaruhi oleh 𝜎 dan 𝛿 sehingga bentuk 
ideal dari 𝑅 belum tentu ideal dari 
𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿]. 
Berdasarkan uraian tersebut lebih 
jauh akan dikaji tentang bentuk ideal dan 
pusat dari gelanggang polinom miring 
dengan gelanggang tumpuan yang tidak 
komutatif. 
 
Definisi 1.1 
Himpunan 𝑅 tak kosong disebut 
gelanggang jika di dalam 𝑅 terdapat dua 
operasi umumnya disimbolkan (+) dan (⋅) 
sedemikian sehingga berlaku: 
1. 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
2. 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎,   ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
3. (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐), ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈
𝑅. 
4. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 , terdapat elemen 
0𝑅 ∈ 𝑅 sehingga 0𝑅 + 𝑎 = 𝑎 = 𝑎 +
0𝑅. Selanjutnya 0𝑅 disebut identitas 
dari 𝑅. 
5. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat 𝑏 ∈ 𝑅 ∋
𝑎 + 𝑏 = 0. Selanjutnya 𝑏 disebut invers 
dari 𝑎 terhadap penjumlahan di 𝑅, 
biasa ditulis 𝑏 = −𝑎. 
6. 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝑅,   ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
7. (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐),   ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. 
8. 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ 𝑐 dan (𝑎 + 𝑏) ∙
𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑏 ∙ 𝑐,   ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. 
Jika untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat 1𝑅 ∈ 𝑅, 
sehingga 1𝑅 ∙ 𝑎 = 𝑎 = 𝑎 ∙ 1𝑅. Selanjutnya, 
𝑅 disebut gelanggang dengan elemen 
satuan dan 1𝑅 disebut elemen satuan di 𝑅. 
Apabila di 𝑅 juga berlaku 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙
𝑎,   ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 maka 𝑅 dinamakan 
gelanggang komutatif, [1]. 
 
Contoh 1 
Misalkan 𝑅 = ℤ + ℤ√−5.  𝑅 terhadap 
aksioma gelanggang terpenuhi, maka 𝑅 
merupakan gelanggang. 
 
Definisi 1.2 
Misalkan 𝑅 adalah gelanggang, 
endomorfisma gelanggang adalah 
homomorfisma pada 𝑅 yang memetakan 
gelanggang 𝑅 ke dirinya sendiri, [2]. 
 
Definisi 1.3 
Misalkan 𝑅 adalah gelanggang. 
Gelanggang tak kosong 𝐼 ⊆ 𝑅 disebut ideal 
jika ∀𝑎 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 dan 𝑟𝑎 ∈
𝐼, [3]. 
 
Definisi 1.4 
Misalkan 𝑅 adalah gelanggang. Pusat dari 
gelanggang 𝑅 disimbolkan dengan 𝒁(𝑅) 
didefinisikan 𝒁(𝑅) =
{𝑟 ∈ 𝑅|𝑟𝑥 = 𝑥𝑟, ∀ 𝑥 ∈ 𝑅}, [4]. 
 
Contoh 2 
Gelanggang 𝑅 = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
] |𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ}, 
pusat dari 𝑅 adalah  
𝐙(𝑅) = {[
𝑛 0
0 𝑛
] |𝑛 ∈ ℤ}. 
 
Misalkan 𝑟 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
] dan 𝑥 = [
𝑛 0
0 𝑛
], 
maka 
𝑟𝑥 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
] [
𝑛 0
0 𝑛
] = [
𝑎𝑛 𝑏𝑛
𝑐𝑛 𝑑𝑛
]  
𝑥𝑟 = [
𝑛 0
0 𝑛
] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
]  
= [
𝑛𝑎 𝑛𝑏
𝑛𝑐 𝑛𝑑
] [
𝑎𝑛 𝑏𝑛
𝑐𝑛 𝑑𝑛
].  
Dari persamaan di atas terbukti bahwa 
𝑟𝑥 = 𝑥𝑟, sehingga  
𝐙(𝑅) = {[
𝑛 0
0 𝑛
] |𝑛 ∈ ℤ} merupakan pusat 
dari 𝑅. 
 
Coquaternion 
Coquaternion merupakan kombinasi 
linear skalar real dan tiga satuan imajiner 
(dilambangkan dengan i, j, k) dengan 
koefisien real, sehingga himpunan 
{1, 𝒊, 𝒋, 𝒌} membentuk sebuah basis. Jadi 
coquaternion dapat dituliskan sebagai 
ℍ𝑠 = {𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝒊 + 𝑎2𝒋 + 𝑎3𝒌| 
𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ}  
dimana elemen i, j dan k memenuhi aturan 
perkalian berikut ini: 
𝒊2 = −1; 𝒋2 = 𝒌2 = 1; 𝒊𝒋 = 𝒌 = −𝒋𝒊; 𝒋𝒌 =
−𝒊 = −𝒌𝒋; 𝒌𝒊 = 𝒋 = −𝒊𝒌. 
Berdasarkan aturan perkalian 
tersebut, jelas terlihat bahwa coquaternion 
tidak komutatif terhadap perkalian, [5]. 
 
PEMBAHASAN 
Operator biner yang terdefinisi di 
dalam gelanggang polinom biasa adalah 
operator tambah dan kali biasa, sedangkan 
operator kali di dalam gelanggang polinom 
miring mengandung 𝜎 dan 𝛿 dengan aturan 
perkalian 𝑥𝑎 = 𝜎(𝑎)𝑥 + 𝛿(𝑎) yang 
mengakibatkan bentuk perkalian pada 
gelanggang polinom miring bersifat tidak 
komutatif meskipun gelanggang 
tumpuannya gelanggang komutatif. 
 
Definisi 2.1 
Misalkan 𝑅 adalah gelanggang dengan 
identitas 1, 𝜎: 𝑅 → 𝑅 adalah endomorfisma 
gelanggang dan 𝛿: 𝑅 → 𝑅 adalah 𝜎-
derivatif, yaitu : 
1. 𝛿 suatu endomorfisma grup terhadap 
operator tambah dalam 𝑅. 
2. 𝛿(𝑎𝑏) = 𝜎(𝑎)𝛿(𝑏) + 𝛿(𝑎)𝑏 ; untuk 
setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
Gelanggang polinom miring atas 𝑅 dengan 
peubah acak 𝑥 adalah gelanggang:  
𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] = {𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥
1 + 𝑎2𝑥
2 +
𝑎3𝑥
3 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥
𝑛|𝑎𝑖 ∈ 𝑅}  
dengan 𝑥𝑎 = 𝜎(𝑎)𝑥 + 𝛿(𝑎), untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝑅. Suatu unsur 𝑝 dalam gelanggang 
polinom miring 𝑅[𝑥; 𝜎, 𝛿] mempunyai 
bentuk kanonik sebagai berikut: 
𝑝 = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛
𝑖=0  , 𝑛 ∈ ℤ+ = {0, 1,2, … }, 𝑎𝑖 ∈
𝑅 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, [1].  
Untuk kasus 𝜎 = 1 atau 𝜎 adalah 
suatu endomorfisma identitas, maka 
gelanggang polinom miring cukup ditulis 
𝑅[𝑥; 𝛿]. Untuk kasus 𝛿 = 0, gelanggang 
polinom miring cukup ditulis 𝑅[𝑥; 𝜎]. 
Sedangkan untuk kasus 𝜎 = 1 dan 𝛿 = 0 
gelanggang polinom miring cukup ditulis 
𝑅[𝑥], yang merupakan gelanggang polinom 
biasa. 
 
 Coquaternion seperti yang telah 
dijelaskan sebelumnya merupakan 
gelanggang karena memenuhi aksioma 
gelanggang. Untuk membentuk gelanggang 
polinom miring atas coquaternion dengan 
peubah 𝑥 maka diperlukan bentuk 
endomorfisma 𝜎: ℍ𝑠 → ℍ𝑠 dan 𝜎-derivatif 
𝛿: ℍ𝑠 → ℍ𝑠. Namun dalam pembahasan 
ini, gelanggang polinom miring atas 
coquaternion dititikberatkan pada kasus 
𝛿 = 0 jadi hanya diperlukan bentuk 
endomorfisma 𝜎: ℍ𝑠 → ℍ𝑠, sehingga 
gelanggang polinom miring atas 
coquaternion ini cukup ditulis ℍ𝑠[𝑥: 𝜎]. 
 
Teorema 1 
Misalkan 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝒊 + 𝑎2𝒋 + 𝑎3𝒌 ∈ ℍ𝑠 
dan 𝜎1: ℍ𝑠 → ℍ𝑠, 
𝜎1(𝒂) = 𝜎1(𝑎0 + 𝑎1𝒊 + 𝑎2𝒋 + 𝑎3𝒌) 
   = 𝑎0 − 𝑎1𝒊 − 𝑎3𝒋 − 𝑎2𝒌 
maka 𝜎1 adalah endomorfisma gelanggang 
karena 𝒂, 𝒃 ∈ ℍ𝑠 
𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝒊 + 𝑎2𝒋 + 𝑎3𝒌 
  𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝒊 + 𝑏2𝒋 + 𝑏3𝒌, 
berlaku: 
𝜎1(𝒂 + 𝒃) = 𝜎1(𝒂) + 𝜎1(𝒃)  
𝜎1(𝒂𝒃) = 𝜎1(𝒂)𝜎1(𝒃). 
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